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非线性时谐电磁场电路耦合的高速实心转子感应电机
电磁场有限元建模和分析

狄冲， 王俊豪， 李荣泽， 鲍晓华
（合肥工业大学 电气与自动化工程学院，安徽 合肥 230009）

摘 要：针对高速实心转子感应电机二维电磁场高精度快速建模问题，提出考虑材料非线性特性的
二维电磁场电路耦合的快速有限元分析建模方法。 首先，详细推导了高速实心转子感应电机不同
物理域中的电磁场扩散方程，在单元分析中依据伽辽金法将扩散方程转换为线性方程组，并给出了
场路耦合有限元计算过程中单元刚度矩阵、质量矩阵和载荷向量的详细计算方法；在时谐场下，根
据磁场能量等效原理，对电机定转子中所涉及的非线性材料进行正弦化处理，以提高电机电磁性能
的计算精度；结合牛顿拉夫逊迭代法，将时谐场下的复数方程组转换为实数方程，详细推导了待求
解方程组的牛顿拉夫逊迭代格式，并给出了其雅各比矩阵的具体形式，实现了考虑材料非线性特性
的场路耦合时谐场快速求解；最后，开发了适用于高速实心转子感应电机的场路耦合专用求解计算
程序库，并以此为基础对一台高速实心转子感应电机的电磁性能进行了系统化分析建模，验证了算
法的准确性和可靠性。
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Modelling and analysis of high-speed solid-rotor induction machine
by nonlinear time harmonic field electric circuit coupled finite

element analysis

DI Chong， WANG Junhao， LI Rongze， BAO Xiaohua
（School of Electrical Engineering and Automation， Hefei University of Technology， Hefei 230009， China）

Abstract：A high-precision and rapid 2D electromagnetic field modeling method considering material non-
linearity characteristics through field-circuit coupled finite element analysis was proposed for high-speed
solid-rotor induction motors. Firstly， the electromagnetic field diffusion equations in different physical do-
mains of the motor were systematically derived. The Galerkin method was employed to transform these dif-
fusion equations into linear equation systems by element analysis， with detailed computational methods
explicitly provided for element stiffness matrices， mass matrices， and load vectors in the field-circuit cou-
pled finite element calculation process. For time-harmonic field analysis， sinusoidal processing of nonlin-
ear materials in stator and rotor was implemented based on magnetic energy equivalence principle to en-
hance computational accuracy of electromagnetic performance. By combining Newton-Raphson iteration



method， complex equation systems in time-harmonic field were transformed into real-number equations.
The Newton-Raphson iterative scheme for solving equations was thoroughly derived， including explicit for-
mulation of its Jacobian matrix， thereby realizing rapid solution of field-circuit coupled time-harmonic
field considering material nonlinearity. Finally， a dedicated solver library for field-circuit coupled analy-
sis of high-speed solid rotor induction motors was developed. Systematic electromagnetic performance a-
nalysis and modeling were conducted on a prototype motor using this library， effectively validating the ac-
curacy and reliability of the proposed algorithm.
Keywords：high-speed solid-rotor induction machine； time harmonic field； finite element analysis； field-
circuit coupled； nonlinearity

0 引 言

高速实心转子感应电机凭借其成本低廉、加工
制造方便、起动转矩大和机械强度好的特点，备受高
速压缩机、飞轮储能和航空航天等领域的青睐[1 - 5]。
高速实心转子感应电机的转子由实心钢构成，其兼
具导电和导磁特性。 该特性使得高速实心转子感应
电机的电磁场建模面临新的挑战，即需要对转子区
域的感应涡流和磁场分布同时进行分析建模。

高速实心转子感应电机的电磁建模主要涉及有

限元法和解析法，其中解析法具有计算速度快的优
点，而有限元法则具有计算精度高的优势[6 - 8]。 在
解析计算方面，文献[9]基于子域法对一台实心转
子感应电机建立了磁准静态场解析计算模型，利用
该模型准确计算了实心转子感应电机的运行电感，
并和二维有限元计算结果进行了详细对比，验证了
所提出模型的准确性。 文献[10]则针对一台笼型
实心转子感应电机，建立了考虑磁场饱和效应的二
维多层电磁场解析模型，该模型将实心转子区域分
为多层，每一层相对磁导率视为均匀分布，能够有效
计算在不同透入深度下的转子涡流分布。 然而，上
述解析模型普遍存在忽略材料非线性特性和定子开

槽影响的问题。 为了解决上述问题，文献[11]则提
出一种考虑材料非线性特性的实心转子二维解析模

型，然而该模型无法准确考虑定子开槽的影响。
在高速实心转子感应电机的有限元建模层面，

学术界和工业界通常采用场路耦合瞬态有限元分析

计算方法对其进行电磁分析，然而该方法具有收敛
速度慢和仿真计算时间长的缺点[12 - 14]。 针对电机
电磁场电路耦合瞬态有限元分析计算过程中电磁暂

态时间过长的问题，文献[15 - 16]指出电机有限元
仿真计算处于暂态过程时，三相磁链或者电流将处

于不对称状态，其中直流分量是阻碍电磁暂态快速
达到稳态的主要原因。 因此，在有限元计算过程中
通过改变激励消除暂态过程中的直流磁链和直流电

流可以实现暂态过程的快速收敛。 然而，该方法不
适用于涉及感应涡流效应的高速实心转子感应电机

的建模仿真。 文献[17]研究表明高速实心转子感
应电机电磁暂态可以认为是由定子回路电磁暂态和

转子回路电磁暂态共同引起。 该文献通过采用堵转
转子的方法消除转子电磁时间常数，并通过配置可
切换电流 /电压源的方法消除定子回路电磁时间常
数，待感应电机达到稳态后再将堵转转子切换为旋
转转子。 可见，上述方法的施行需要采用其他分析
技术获取电机稳态电流作为初始电流激励，并且初
始电流误差会影响电机达到稳态的仿真周期。

文献[18 - 19]表明，可以采用场路耦合时谐场
加速瞬态场的有限元仿真技术手段，即忽略谐波的
影响，首先在时谐场中进行仿真，获得绕组电压、绕
组电流和感应涡流分布等电机电磁特性，并将这些
电磁特性作为后续瞬态场计算的初始条件。 然而，
时谐场所建立的电磁初始条件和瞬态场所获得的稳

态电磁状态具有一定的出入。 此外，由于实心转子
阻尼效应较强，其所对应的转子电磁时间常数较大，
导致后续达到稳态仍需要消耗大量的仿真周期。 因
此，为了解决上述问题，有必要针对高速实心转子感
应电机快速电磁建模的迫切需求开发时谐场电路耦

合，并且考虑材料非线性的专用电磁场有限元求解
器，以满足实心转子感应电机快速电磁设计和加速
瞬态场求解计算的迫切需求。

本文以二维电磁场有限元分析方法为基础，建
立考虑材料非线性特性的高精度场路耦合的高速实

心转子感应电机的时谐场专用求解器；基于伽辽金
法将电磁场和电路耦合的二维电磁场扩散方程转换
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为线性方程组进行求解；为了在时谐场下精确考虑
材料非线性的影响，基于磁场能量等效原理，提出 2
种非线性材料正弦化处理方法；同时，依据复数牛顿
拉夫逊迭代方法，详细推导其迭代格式，并以此实现
非线性时谐场求解器的快速收敛；最后，开发适用于
高速实心转子感应电机电磁场电路耦合的时谐场快

速计算求解库，以此为基础对一台高速实心转子感
应电机的电磁性能进行系统化分析建模。

1 场路耦合时谐场有限元建模

图 1 显示了一台高速实心转子感应电机的场路
耦合有限元模型原理图，该原理图共包括定子和转
子 2 个回路，在定子回路中 UA、UB和 UC为三相电源
电压，Rs和 Le为定子绕组相电阻和端部漏感，IA、IB
和 IC则为三相定子电流，EA、EB和 EC则为三相定子
绕组反感应电动势。 从图 1（a）可以看出，在定子回
路中，磁场和电路是通过定子绕组中的磁链和反电
动势进行相互耦合。 在转子回路中，由于实心转子
感应电机的转子由一整块实心钢制成，且在实际工
程中实心转子两端为悬空，实心转子仅由感应电动
势进行供电产生涡流并在转子导体内部闭合。 因此
在电路层面，如图 1（b）所示，转子回路可以视为转
子导体和一个无穷大电阻 R inf（可取 107 Ω）串联，其
中流过转子实心导体的总电流 IR约为 0。

图 1 实心转子感应电机场路耦合有限元模型原理图

Fig. 1 Schematic diagram of field-circuit coupled finite
element model of the solid-rotor induction
machine

高速实心转子感应电机有限元模型主要涉及定

子铁心、定子绕组、气隙和实心转子等物理域，其二
维电磁场控制方程[20]为

∂
∂x ν

∂A
∂x( ) + ∂∂y ν

∂A
∂y( ) = jωσA - σ Ul - J。 （1）

式中： A为磁矢位；ν 为材料磁阻率；U 为实心导体
两端的电压降（例如实心转子区域）； J 为定子绕组
区域内的电密；σ 为实心转子材料的电导率；l 为电
机轴长；ω为电源的电角频率。
1. 1 定子铁心和气隙域方程

定子铁心和气隙区域具有导磁不导电的特性，
因此控制方程式（1）可以改写为

∂
∂x ν

∂A
∂x( ) + ∂∂x ν

∂A
∂y( ) = 0。 （2）

采用一阶三角形单元剖分，对整个实心转子感
应电机物理面进行空间离散，再结合伽辽金法，用形
函数代替权函数，可以在单元分析中，将控制方程
式（2）转换为

[Se] 3×3 [Ae] 3×1 = 0。 （3）
式中 Se 为单元刚度矩阵，可以表示为

Se =
νe
4Δ

b2i + c2i bib j + cicj bibk + cick
bib j + cicj b2j + c2j b jbk + cjck
bibk + cick b jbk + cjck b2k + c2k

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

。

（4）
式中：Δ为三角形单元的面积；b 和 c 为三角形单元
顶点坐标决定的系数；角标 i、j和 k为逆时针旋转三
角形单元的 3 个顶点；角标 e 代表单元中对应的物
理量。
1. 2 定子绕组域方程

从图 1（a）可以看出，定子绕组区域内的磁场与
电路通过线圈原件进行耦合，因此定子绕组同时涉
及磁场扩散方程和电路方程。 从电机磁场角度上来
看，定子绕组存在导电和导磁特性，但不涉及感应涡
流的计算，因此控制方程式（1）可以改写为

∂
∂x ν

∂A
∂x( ) + ∂∂x ν

∂A
∂y( ) = - J。 （5）

采用伽辽金法，在单元分析中，控制方程式（5）
可以转换为

[Se] 3×3 [Ae] 3×1 = [Te] 3×1。 （6）
式中 Te 为单元载荷向量，可以表示为

Te =
JeΔe
3

1
1
1

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
。 （7）

在式（7）中，定子绕组区域的单元电密可由耦
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合电路的三相电流求得，可以表示为

Je =
Nt
aSc
（αAIA + αBIB + αCIC）。 （8）

式中：Nt为线圈匝数；a 为并联支路数；Sc为导线截
面积；αA、αB和 αC为电流系数；以 αA为例，电流系数
具体形式为：

αA =
1，单元属于 A相；
- 1，单元属于 - A相；
0，单元不属于 ± A相。

{ （9）

在电路层面，以 A 相为例，绕组元件中的反感
应电动势 eA可由单元磁矢位推导出，即

EA = - jω
Nt lp
aSc
∑
N
αAΔe

Ae，i + Ae，j + Ae，k
3( )。

（10）
式中 N为所涉及物理面域中三角形单元个数。

根据图 1（a）中的定子回路，结合式（10）由有限
元计算所得的反感应电动势，可得到电磁耦合方程
的最终形式，以 A相为例，可以具体表示为

UA = jω
Nt lp
aSc
∑
N

Ae，i + Ae，j + Ae，k
3

2αA - αB - αC
3 Δe( ) +

RSIA + jωIALe。 （11）
式中 p为极对数。
1. 3 实心转子域方程

从图 1（b）可以看出，电机转子区域磁场与电路
的耦合部件为整个实心转子导体，该区域存在导电
和导磁特性，同时涉及感应涡流的计算，因此控制方
程式（1）可以改写为

∂
∂x ν

∂A
∂x( ) + ∂∂y ν

∂A
∂y( ) = jωσA - σ Ul 。 （12）

采用伽辽金法，在单元分析中，控制方程
式（12）可以转换为
[Se] 3×3 [Ae] 3×1 + jω [Me] 3×3 [Ae] 3×1 = [Te] 3×1。

（13）
式中 Me 为单元质量矩阵，可以表示为

Me =
Δσ
12

2 1 1
1 2 1
1 1 2

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
。 （14）

图 1（b）中流过实心转子导体的总电流 IR可由
转子区域内电密积分得到，将积分形式转换成单元
电密求和可得

UR = -∑
N

UR
l σΔe + jω∑N

Ae，i + Ae，j + Ae，k
3 σΔe。

（15）
式中 UR为转子导体两端电压。 在电路层面，如

图 1（b）所示，转子导体两端电压可由转子回路电压
平衡方程导出，具体可以写为

UR = R infIR。 （16）
1. 4 系统总体方程

将高速实心转子感应电机所有物理域的磁场和

电路方程进行整体组装，即可得到考虑电磁场和电
路耦合的整体方程组，其矩阵形式可以表示为

S CSi CRu 0
0 RS 0 0

0 0
σSR
l 1

0 0 1 - R inf

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

A
IS
UR
IR

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

+

jω

M 0 0 0
DSu Le 0 0
DRi 0 0 0
0 0 0 0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

A
IS
UR
IR

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

0
US
0
0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

。 （17）

式中：节点磁矢位向量 A、定子电流 IS、转子压降 UR
和转子电流 IR 均为未知量；US 为定子侧三相电压
列向量；S和M为维度N × N的总体刚度矩阵和总体
质量矩阵（N为剖分节点总数），可由式（6） 中的单
元刚度矩阵Se和式（14）中的单元质量矩阵Me按节

点编号地址累加组装而成；CSi 为维度 N × 3 定子电
流系数矩阵，可由式（8） 进一步导出；CRu 为维度
N × 1 的转子电压系数矩阵，可由式（15） 中右端第
二项导出；DSu为维度3 × N的定子电压系数矩阵，可
由式（11）右侧第一项导出；DRi为维度1 × N的转子
电流系数矩阵，可由式（16） 导出；RS和 Le分别为定
子相电阻和绕组端部漏感的矩阵表示形式，均为维
度 3 × 3 的将电阻和电感置于矩阵对角位置的对角
矩阵。 此外，式（17）中第一行为电磁场方程；第二
行为定子绕组电压方程；第三行和第四行分别为转
子回路电流和电压方程。

2 时谐场非线性迭代

2. 1 材料 BH 曲线的正弦化等效

在时谐场计算过程中，电磁场以一定频率随时
间正弦变化，因此，其输入和响应原则上随时间的变
化函数也需要呈正弦形式。 对于电机中所涉及的非
线性 BH曲线而言，在非线性迭代过程中，电压源供
电输入应为正弦变化的 B（电流源则为正弦变化的
H），其响应应为正弦变化的 H（电流源则为正弦变
化的 B）。 因此，有必要对非线性的 BH 曲线进行正
弦化等效。
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值得注意的是对 BH 曲线的正弦化等效，并非
指对 BH 相互响应直接正弦化处理，强制直接正弦
化 BH曲线只会将 BH 之间的映射函数矫正为一次
函数。 因此，正确的矫正原则为利用 BH 曲线上某
一个工作点计算出一个电周期内的磁能或者磁共

能，并依据输入的假设正弦的 B或者 H，反解出其等
效的正弦化的 Heq或者 Beq。 上述根据磁场能量等效
原理，所求得的正弦化 Heq或者 Beq可以表述为：

Heq =
1
πfB ∫

2πf

0
∫B
0
HdBdt；

Beq =
1
πfH ∫

2πf

0
∫B
0
HdBdt。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣

㊣㊣

（18）

式中 f为供电频率。
依据式（18）中的计算逻辑，以 M50W600 为例，

如图 2 所示，可以得到采用不同等效逻辑所得到的
正弦化处理的 BH 曲线。 图中采用两种等效逻辑，
在曲线的饱和区域的磁密都有所抬升；其中正弦
B -等效 H的曲线相较于其他曲线，其磁场强度 H
变化范围较窄，这是因为该曲线 B 为输入参数（B
最大约为 1. 87 T），等效 H为输出参数，在实际非线
性迭代过程中，曲线以外的区域可以采用线性外部
插值进行处理。

图 2 M50W600 正弦化处理的 BH 曲线

Fig. 2 Equivalent BH curves of M50W600 by different
sinusoidal treatment

2. 2 复数牛顿拉夫逊迭代

在时谐场求解过程中所涉及物理量以一定频率

按正弦变化，在求解过程中所有物理量可用复数
表示，因此待求解方程组式（17）为复数方程组。 在
考虑材料非线性特性的求解过程中，为了加快迭代
收敛速度，可采用牛顿拉夫逊法，然而传统牛顿拉夫
逊迭代法只适用于实数方程。 为了解决非线性复数
方程组的迭代问题，可将复数方程组式（17）中所涉
及物理量的实部和虚部分开，转换为实数方程
组[21]，即

S CSi CRu 0
0 RS 0 0

0 0
σSR
l 1

0 0 1 - Rinf

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

- ω

M 0 0 0
DSu Le 0 0
DRi 0 0 0
0 0 0 0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

ω

M 0 0 0
DSu Le 0 0
DRi 0 0 0
0 0 0 0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

S CSi CRu 0
0 RS 0 0

0 0
σSR
l 1

0 0 1 - Rinf

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

×

ARe

IReS
UReR
IReR
AIm

IImS
UImR
IImR

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

0
UReS
0
0
0
UImS
0
0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

。 （19）

式中角标 Re和 Im代表相应物理量的实部和虚部。
将式（19）进一步修改为考虑材料非线性特性

的牛顿拉夫逊迭代格式，第 k + 1 步的迭代格式可以
具体表示为

ARe

IReS
UReR
IReR
AIm

IImS
UImR
IImR

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

k+1

=

ARe

IReS
UReR
IReR
AIm

IImS
UImR
IImR

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

k

-

JRR CSi CRu 0
0 RS 0 0

0 0
σSR
l 1

0 0 1 - Rinf

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

JRI - ωM 0 0 0
- ωDSu - ωLe 0 0
- ωDRi 0 0 0
0 0 0 0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

JIR + ωM 0 0 0
ωDSu ω Le 0 0
ωDRi 0 0 0
0 0 0 0

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

JII CSi CRu 0
0 RS 0 0

0 0
σSR
l 1

0 0 1 - Rinf

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

-1

× R。

（20）
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式中： R为残差向量；JRR、JRI、JIR 和 JII 为雅各比矩
阵，在单元 Ω内相应矩阵的矩阵元素可以表示为：

JRRij = ∫▽ × Ni· ∂HRe

∂BRe
·▽ × N j( )dΩ；

JRIij = ∫▽ × Ni· ∂HRe

∂BIm
·▽ × N j( )dΩ；

JIRij = ∫▽ × Ni· ∂HIm

∂BRe
·▽ × N j( )dΩ；

JIIij = ∫▽ × Ni· ∂HIm

∂BIm
·▽ × N j( )dΩ。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

（21）

式中：Ni和 N j为三角形单元中 i 和 j 节点的形函数；
复数 H和复数 B具有以下数学关系：
HRe = ν（BRex + BRey ）；

HIm = ν（BImx + BImy ）；

B2 = （BRex ） 2 + （BRey ） 2 + （BImx ） 2 + （BImy ） 2。

㊣

㊣

㊣

㊣㊣

㊣㊣

（22）
式中角标 x和 y分别代表相应物理量在 x 和 y 方向
上的分量。 根据式（22）可以得到[22]：

∂HRe

∂BRe
=

∂HRex
∂BRex

∂HRex
∂BRey

∂HRey
∂BRex

∂HRey
∂BRey

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

ν + 2 ∂ν
∂B2
BRex BRex 2 ∂ν

∂B2
BRex BRey

2 ∂ν
∂B2
BRey BRex ν + 2 ∂ν

∂B2
BRey BRey

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

；

（23）

∂HRe

∂BIm
=

∂HRex
∂BImx

∂HRex
∂BImy

∂HRey
∂BImx

∂HRey
∂BImy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

2 ∂ν
∂B2
BImx BRex 2 ∂ν

∂B2
BImy BRex

2 ∂ν
∂B2
BImx BRey 2 ∂ν

∂B2
BRey BImy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

= ∂H
Im

∂BRe
；

（24）

∂HIm

∂BIm
=

∂HImx
∂BImx

∂HImx
∂BImy

∂HImy
∂BImx

∂HImy
∂BImy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣
㊣

=

ν + 2 ∂ν
∂B2
BImx BImx 2 ∂ν

∂B2
BImy BImx

2 ∂ν
∂B2
BImx BImy ν + 2 ∂ν

∂B2
BImy BImy

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

。

（25）

以节点 i为例，式（21）中的旋度项，可以进一步
表示为：

Ni =
ai + bix + ciy

2Δ ；

▽ × Ni =

∂Ni
∂y

-
∂Ni
∂x

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣
㊣

= 12Δ
ci
- bi

㊣

㊣
㊣
㊣

㊣

㊣
㊣
㊣。

㊣

㊣

㊣

㊣
㊣
㊣㊣

㊣
㊣
㊣㊣

（26）

结合式（23） ～式（25），将式（26）代入式（21）
中，可得：

JRRij =
1
4Δ cicj ν + 2

∂ν
∂B2
BRex BRex( )[ -

cib j 2
∂ν
∂B2
BRex BRey( ) - bicj 2 ∂ν∂B2B

Re
y BRex( ) +

bib j ν + 2
∂ν
∂B2
BRey BRey( ) ]； （27）

JRIij =
1
4Δ cicj 2

∂ν
∂B2
BImx BRex( )[ -

cib j 2
∂ν
∂B2
BImy BRex( ) - bicj 2 ∂ν∂B2B

Im
x BRey( ) +

bib j 2
∂ν
∂B2
BRey BImy( ) ]； （28）

JIRij =
1
4Δ cicj 2

∂ν
∂B2
BImx BRex( )[ -

cib j 2
∂ν
∂B2
BImx BRey( ) - bicj 2 ∂ν∂B2B

Im
y BRex( ) +

bib j 2
∂ν
∂B2
BRey BImy( ) ]； （29）

JIIij =
1
4Δ cicj ν + 2

∂ν
∂B2
BImx BImx( )[ -

cib j 2
∂ν
∂B2
BImy BImx( ) - bicj 2 ∂ν∂B2B

Im
x BImy( ) +

bib j ν + 2
∂ν
∂B2
BImy BImy( ) ]。 （30）

将式（27） ～ 式（30）代入式（20）便能够得到
复数牛顿拉夫逊迭代的最终格式。 其中，式（27） ～
式（30）中所涉及的偏微分 ∂ν / ∂B2项可由正弦化处
理过的 BH曲线插值得到。

3 场路耦合时谐场有限元求解

3. 1 求解器构建和求解流程

根据上一章所述原理，采用 Python 编程语言，
自主研发了适用于电机电磁场求解的二维计算库

cdfem。 图 3 为基于 cdfem 电机电磁场求解流程，共
包含 3 部分：前处理、求解和后处理。 其中，前处理
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采用开源软件 Gmsh 构建电机几何和网格剖分文
件，并经过 meshio库转换为节点信息、单元构成、边
界条件和几何面域等网格信息。

图 3 基于 cdfem电机电磁场求解流程

Fig. 3  Electromagnetic field solving process of electri-
cal machine solved by cdfem library

在求解环节，需要结合前一章的求解原理和 cd-
fem库编写求解文件，求解文件主要涉及材料设置、
运动定义、场路耦合配置和求解器设定等方面。 对
于非线性迭代求解则采用了上一章所述的复数牛顿

拉夫逊迭代法，将非线性问题转换为线性方程组迭
代求解；其中线性方程组求解则采用基于 Intel MKL
的快速稀疏线性多线程求解器 PyPardiso 进行并行
求解。

在后处理环节，依据输出物理量类型，其中场量
采用 vtk格式储存，并采用开源软件 ParaView 进行
可视化；标量则采用 csv格式储存，可采用 MatPlotlib
库进行可视化处理。
3. 2 网格剖分

依据图 3 中的求解流程，结合时谐场求解器，能
够快速高效实现高速实心转子感应电机的场路耦合

有限元求解计算。 图 4 为采用 Gmsh 构建的实心转
子感应电机剖分图，该网格剖分涉及 8 594 个剖分
节点和 17 154 个一阶三角形单元。

值得注意的是，采用 Gmsh 构建的网格并不涉
及气隙网格，气隙网格由应用 Moving Band 动网格
技术编写程序构建而成。 且从图 4 中可以看出，气
隙网格沿径向主要分成了两层，包括一层静止气隙
和一层旋转滑动气隙。 采用 Moving Band 动网格技
术后，当转子旋转时，无需对整个电机进行重新剖
分，只需要将气隙中的静止和旋转气隙中所涉及的
两层三角形网格进行重新划分网格，从而节省了计
算时间。

图 4 高速实心转子感应电机剖分图

Fig. 4 Mesh figure for high-speed solid-rotor induction
machine

3. 3 非线性迭代收敛性分析

如图 3 和 2. 2 节所示，时谐场求解器采用了复
数牛顿拉夫逊迭代法来考虑材料非线性问题。 在非
线性迭代过程中，复数牛顿拉夫逊迭代法受磁导率
的初始值影响较大，为了保证收敛性，磁导率的初始
值可选用正弦化处理后的 BH 曲线上的初始磁导
率，即 BH曲线上第一个点与原点的斜率。

在时谐场迭代计算过程中，相对误差 ε 可由相
邻两步磁矢位 A 之差的二范数计算得到，具体表
示为

ε =
‖ Ak - Ak-1‖2

‖ Ak‖2
。 （31）

图 5 显示了不同转差率下残差随迭代步数变化
曲线，其中收敛准则为相对误差 ε≤10 - 4。 可以看
出，在不同转差下迭代都能够快速收敛，其中转差率
s = 0. 2 时，迭代步数为 9，收敛速度最快；转差率 s =
1 时，迭代步数为 12，收敛速度最慢。

图 5 不同转差率下残差随迭代步数变化曲线

Fig. 5 Residual as function of number of iterations in
different slip conditions

造成上述迭代步长不等的主要原因是：在不同
工况下，磁场局部饱和程度不同，反映在 BH 曲线上
则表现为工作点不同。 具体表现为当转差率 s = 1
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时，气隙电势急剧下降，电机整体饱和程度降低；但
是堵转状态下电流相对较大，定转子局部饱和程度
反而有所增加，对应的相对磁导率更接近饱和磁导
率。 而非线性迭代是由初始磁导率开始迭代，因此
需要更多的迭代步数，才能达到 BH 曲线上饱和磁
导率所在的工作点。

4 高速实心转子感应电机电磁性能

计算

  采用图 3 中所述的 cdfem电机电磁场计算库中
的时谐场求解器可以对高速实心转子感应电机进行

快速电磁设计，主要尺寸参数和性能指标如表 1
所示。

表 1 高速实心转子感应电机主要参数

Table 1 Main parameters of high-speed solid-rotor
induction machine

  参数 数值

额定功率 PN / kW 1 000

额定转矩 TN / （N·m） 800

额定电压 UN / V 660

额定频率 fN / Hz 200

绕组连接方式 三角形

极对数 p 1

定子槽数 Qs 36

转子槽数 Qr 32

定子外径 Dse / mm 560

定子内径 Ds / mm 240

气隙长度 δ / mm 5

定子叠片长度 l / mm 580

定子硅钢片牌号 M35W270

转子结构钢牌号 Q345

图 6 显示了采用 cdfem电机电磁场计算库中的
时谐场求解器所求解的额定工况下高速实心转子感

应电机磁密分布。 可以看出，磁密分布局部区域呈
现出一定量的色块，造成该现象的原因是在计算过
程中采用了一阶三角形单元，所计算的磁密为单元
量，在单元内部为常值，这是一阶三角形单元的固有
属性。 从图 6 中还可以看出，经过合理的电磁设计，
磁密已经完全透入实心转子，同时如图 7 所示，实心
转子内部已经充分产生了感应涡流电密，这说明转
子材料已经得到充分利用，产生了电磁转矩，这是高
速实心转子感应电机的设计核心之一。

图 6 额定工况下高速实心转子感应电机磁密分布

Fig. 6 Flux density distribution of high-speed solid-ro-

tor induction machine at the nominal load

图 7 额定工况下实心转子感应涡流分布

Fig. 7 Solid rotor eddy-current distribution at

nominal load

采用场路耦合、考虑材料非线性的时谐场求解
器，能够高效求解出高速实心转子感应电机在不同
工况下的定子电流以及转子涡流损耗，其中定子电
流可由式（20）直接解出，而转子涡流损耗可以根据
图 7 中的转子感应涡流电密分布进一步处理得
到，即

Pr = ∫
Γ

（JRe） 2 + （JIm） 2
2σ ldΓ。 （32）

式中 Γ为积分所涉及的物理面域，对于上述转子感
应涡流损耗求解即为实心转子面域。

时谐场下可采用麦克斯韦张量法对电磁转矩进

行精确计算，其具体表达式[23]为

Te =
l
μ0
r2 ∫2π

0
BrB tdθ。 （33）

式中：μ0为真空磁导率；r 为气隙半径；Br和 B t为气
隙磁密的径向和切向分量的实部或者虚部；θ 为转
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子位置角度。
依据式（18）、式（32）和式（33）可以计算出额定

转矩 800 N·m的工况下，不同 BH曲线处理方式下
的主要性能，详细性能指标如表 2 所示。 可以看出，
在输出相同的目标转矩下，采用不同的 BH 处理逻
辑，所计算的电磁性能指标差异较大。 其中，原始
BH曲线计算所得的转差率最高，导致电流和转子
涡流损耗最高；正弦 B -等效 H 曲线计算的转差率
次之，等效 B -正弦 H曲线计算的转差率最小。

表 2 高速实心转子感应电机不同 BH 曲线时谐场仿真性能

指标对比

Table 2 Performance comparison of high-speed solid-rotor

induction machine solved by time-harmonic solver

with different BH curves

B - H曲线类型 转差率 电流 / A 转子涡流损耗 / kW

原始 B - H 0. 004 7 2 026 4. 73

正弦 B -等效 H 0. 004 2 1 789 4. 22

等效 B -正弦 H 0. 003 9 1 634 3. 92

图 8 显示了采用瞬态场求解的额定转
矩 800 N·m下三相电流波形曲线。 该高速实心
转子感应电机达到额定转矩稳态时的转速为

11 950 r / min，转差率为 0. 004 17，与表 2 中时谐场
正弦 B -等效 H 所计算的转差率接近，与等效 B -
正弦 H所计算的相差 6. 47% ；图 8 中稳态电流基波
幅值约为 1 626 A，与表 2 中时谐场正弦 B -等效 H
所计算的电流相差 10% ，与等效 B -正弦 H 所计算
的电流较为接近。 在涡流损耗方面，瞬态场所计算
的涡流损耗能够考虑谐波影响，在额定工况下的
转子涡流损耗为 6. 56 kW，大约为表 2 中时谐场计
算的涡流损耗的 1. 5 倍。 然而，瞬态场计算过程中
会涉及电磁暂态，图 8 中瞬态场求解达到稳态共计
18 000 时步，仿真时长共计约 12 h；而时谐场计算时
长共计 4. 3 s。

由此可见，高精度时谐场快速计算在高速实心
转子感应电机设计初期具有至关重要的作用，且在
非线性时谐场计算过程中，对于非线性材料的 BH
曲线进行合适的正弦化处理能够有效提高计算

精度。
图 9 显示了在时谐场下，结合 BH 曲线正弦化

处理技术所快速求解的转矩转差曲线，可以看出，该
高速实心转子感应电机具有大约 3 倍的过载能力，

最大转矩对应的临界转差约为 0. 04。 为了进一步
预测电机效率，需要进一步对铁耗进行计算，在时谐
场下，定子铁耗可以由 Bertotti模型预测：

PFe = ∫
Γ
（kh fB2m + kc f 2B2m + ke f 1. 5B1. 5m ） ldΓ；

Bm = （BRe） 2 + （BIm） 2 。
}
（34）

图 8 瞬态场求解的高速实心转子感应电机额定工况下

定子电流随时间变化曲线

Fig. 8 Stator current waveforms as function of time of

high-speed solid-rotor induction machine solved

by transient solver at nominal load

图 9 时谐场快速求解的高速实心转子感应电机转矩转

差曲线

Fig. 9  Torque curve as function of slip of the high-

speed solid-rotor induction machine solved by

time harmonic solver

图 10 为在场路耦合时谐场下分别采用式（32）
和式（34）所计算的高速实心转子感应电机定子铁
耗和转子涡流损耗随转差变化曲线。 可以看出，在
高速实心转子感应电机中，转子损耗要比铁耗大得
多。 且与其他类型电机不同之处是，高速实心转子
感应电机的铁耗随转差率增加而减少，这是因为转
差率升高时，转子涡流急剧增加，导致转子效应增强
（即同步电机中的电枢反应），从而致使电机整体磁
场大小下降。
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图 10 时谐场快速求解的高速实心转子感应电机定子

铁耗和转子涡流随转差变化的曲线

Fig. 10 Stator core losses and rotor eddy-current losses

waveforms as function of slip of high-speed sol-

id-rotor induction machine solved by time har-

monic solver

图 11 显示了最终求解的电机效率随转差率变
化曲线，可以看出，该高速电机在转差为 0. 003 至
0. 01 区间内都具有不低于 0. 98 的效率，且在 0. 02
转差下，其效率仍然不低于 0. 97，符合高速实心转
子感应电机设计要求。

图 11 时谐场快速求解的高速实心转子感应电机效率

随转差变化的曲线

Fig. 11 Efficiency as function of slip of high-speed sol-

id-rotor induction machine solved by time har-

monic solver

5 结 论

本文针对高速实心转子感应电机二维电磁场高

精度快速建模难题，提出并实现了一种创新的电磁
场电路直接耦合的有限元方法。 该方法基于时谐场
求解框架，核心在于：通过将电磁场有限元方程和电
路方程集成于同一个系统总体方程，实现电磁场与
电路的直接耦合求解；应用能量等效原理对定转子
非线性 BH 曲线进行正弦化矫正，显著提升计算精
度；将频域复数方程组实数化和线性化，结合牛顿拉
夫逊迭代法实现非线性问题的高效精确求解。 据此
开发专用求解程序库，通过其时谐场仿真结果与高
精度瞬态场仿真结果的对比，验证了所提出的场路
耦合时谐场有限元方法及其程序库在高速实心转子

感应电机稳态电磁性能计算中的准确性与可靠性。
本工作为开发时谐场加速的瞬态场求解器奠定了基

础，有力推动了高速实心转子感应电机电磁性能的
高效高精度计算。
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